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Résumé

Le but de ce mémoire est d’étudier 'ordre total de réductibilité d’un
pinceau de courbes algébriques planes. On prouvera que le nombre de
courbes réductibles est borné par d2 — 1, ol d est le degré du pinceau.
On suivra principalement 'article de Laurent Busé et de Guillaume
Cheze [BCO08], ou chaque facteur des courbes réductibles du pinceau est
compté avec multiplicité. En comparaison avec la littérature traitant
de ce sujet, une meilleure borne est ainsi donnée et la preuve n’utilise
que des outils mathématiques élémentaires. En effet, elle est obtenue
comme conséquence d'un calcul de rang de matrices.
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1 Introduction

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Soit 7(X,Y") =
f(X,Y)/g(X,Y) une fonction rationnelle dans K(X,Y"), avec pged(f,g) = 1.
Le degré N de la fonction rationnelle r est N = deg(r) = max(deg(f), deg(g)).
On dit que la fonction rationnelle r est non-composée si elle ne peut pas
s’écrire r =uoh ou h(X,Y) € K(X,Y) et u € K(T) tel que deg(u) > 2. A
la fonction r = f /g, on associe le pinceau pf +Ag, (1 : A) € Pk. Son spectre
est 'ensemble

o(f,g) = {(u: \) € Pk | uf? + \g” réductible dans K[X,Y, Z]} c Pk

ol f# et g# sont les homogénéisés de degré N de f et ¢ respectivement.
Pour (1 : A) € o(f,g), on a donc une décomposition en facteurs irré-
ductibles et homogenes de la forme :

n(p:X)
# # €(u:N),i
w0 = 1T P,
1=

Si o(f,g) est fini, I'ordre total de réductibilité p(f,g) de r (notation de
[Stein]) est défini par la somme finie

p(fr9)="Y_ (n(p:X)—1)

(:N)EP,

Des nombreux articles, en particuliers ceux de Lorenzini et Vistoli, ont
tous montré que p(f, g) est borné par N2 — 1. Quelques années avant, Rup-
pert avait prouvé que |o(f, g)| < N?—1. Des questions moins générales avait
aussi été étudiées : par exemple, Stein prouva que p(f,1) < N — 1, résultat
qui fut développé et généralisé par la suite ( [Bod08]). Ces inégalités ont été
prouvées aussi dans les cas de caractéristique arbitraire ou encore avec des
corps qui ne sont pas algébriquement clos. Cependant, on ne sait pas encore
si toutes ces bornes sont optimales.

Le but de ce mémoire est d’étudier ’ordre total de réductibilité en comp-
tant les multiplicités m(p : A) définies pour (u: A) € o(f,g) par

n(p:A)

m(lu’ : >‘) = Z C(:N),i

=1

et de chercher si I'inégalité est optimale dans ce cas. On commencera par
montrer que si 7 est non-composée alors o(f,g) est fini, en utilisant un



théoreme classique de Bertini-Krull. Puis nous étudierons les applications
linéaires de Gao et de Ruppert. Un calcul sur le rang des matrices associées
a ces applications linéaires permettra d’obtenir plus facilement 1’inégalité
connue p(f,g) < N?2 — 1.

Plus précisément, on sera capable de borner 'ordre total de réductibilité
avec multiplicités de la fonction rationnelle r défini par

m(f,g)= Y (m(u:))—1)

(H:N)EP,

Le principal résultat sera que la borne N2 —1 de p(f,g) est aussi une borne
supérieure pour m(f,g), ainsi que pour une quantité plus grande qui tient
aussi compte des multiplicité des facteurs des éléments réductibles du pin-
ceau. Et en remarquant qu’on a toujours 0 < p(f,g) < m(f,g), on aura
comme conséquence que N2 — 1 borne supérieurement p(f, g).

2 Fonction rationnelle composée

Soit K un corps algébriquement clos et soit © = (z1, ..., z,),n > 2.

Théoréme 1 (Bertini-Krull). Soit F(z,\) = p(z) — M\g(x) € K|z, A] un
polynome irréductible. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1. F(z,\o) € K[z] est réductible pour tout Ao € K tel que deg, F(x, \o) =
deg. F

2. il existe ¢, € K[x] avec deg, F' > max(deg ¢,deg ), et a; € K[A] tel

que
n

F(z,A) =) ai(\)(@)" ()’

=0
Démonstration. Pour une preuve de ce théoreme voir [Sch00], théoreme 37,
page 217. ]
Théoréeme 2. Soit r = f/g € K(z). Les affirmations suivantes sont équi-
valentes :
1. r est composée

2. uf — Ag est réductible dans K pour tout (u : \) € Pk tel que deg(pf —
Ag) = deg(r)
3. uf — Ag est réductible dans K pour une infinité de (u: \) € Pk



Démonstration. Nous suivrons ici une preuve proposée par Bodin [Bod08].
(2) = (3) est trivial.

(1) = (2) : soit r = f/g une fonction rationnelle composée. 1l existe alors
h=p/q e K(z) et ueK(t) avec k = deg(u) > 2 tels que r = woh. Ecrivons
u = a/b. Soit (1 : \) € Pk tel que deg(ua — \b) = deg(u) et factorisons
pua(t) — Ab(t) = a(t —t1)(t — t2)...(t — t), a € K*, t1,ta,....,t; € K. On a
alors que

uf = 3g = g(ur = 3) = (52 0) = ag PR =0

En multipliant par ¢*, on obtient

(uf — Ag)(d"b(h)) = ag(p — t1q)...(p — tkq)

Donc p—ti1q, ...,p— trq divisent uf — Ag et uf — Ag est réductible dans K[z].

(3) = (1) Supposons que pof — Agg est réductible dans K[z] pour une
infinité de (uo : o) € IP)]%{. Pour pp # 0, on pose §y = % € K. Alors ce
pinceau est réductible pour tout 6y € K tel que deg, F(z, dy) = deg,F
(voir le corollaire 3 du théoréme 32 de [Sch00]). Nous pouvons maintenant
appliquer le théoreme de Bertini-Krull : F(z,d) = f(x) — dg(x) peut s’écrire

n

f(@) = og(z) = a;(8)p(z)" "(x)’

=0

Nous pouvons supposer que pour ¢ = 1,...n, le degré de a; en § est 1, et on
peut écrire a;(0) = a; — 004, i, € K. Alors

Zam )" ¢"Zaz ()

et
v) = Bip(x)" (x ¢"Zﬂz
=0
On pose h(x) = % € K(z), et u(t) = % alors f/g = uo h. De

plus, deg, F' > max(dego, degi)) implique n > 2 donc que deg(u) > 2. Alors

=~ =r =uwuo h est une fonction rationnelle composée. ]
g

Corollaire 3. r est non-composée si et seulement si son spectre o(f,g) est

fini.



Corollaire 4. Soit f € Klz| irréductible. Soit g € Klz] avec deg(g) <
deg(f) et pged(f,g) = 1. Alors pour presque tout (u : \) € Pk (sauf un
nombre fini), pf — Ag est irréductible dans K|x].

A partir de maintenant, nous considérerons que la fonction rationnelle
r = f/g est non composée. Son spectre o(f,g) est donc fini et, de maniere
équivalente, le pinceau de courbes projectives puf +Ag = 0, (1 : ) € Pk,
possede un élément général irréductible.

3 Application de Ruppert

Nous allons nous inspirer de la méthode de Ruppert (cf. [Rup86] ou
[Sch00] page 204 pour une traduction en anglais), qui relie la réductibilité
d’une courbe avec le premier groupe de cohomologie de De Rham du com-
plémentaire de cette courbe. Gao a d’ailleurs déja utilisé cette approche
pour établir un algorithme de factorisation des polynomes a deux variables

[Gao03].

Soit v € N* et soit f(X,Y) € K[X,Y] un polynéme de degré N < v.
Définissons I'application K-linéaire de Gao, par

Gu(f) KX, Y]<p1 xK[X,Y]<p1 — KX, Y]<nipo

= 2 (o (5)-(5))

| v | oxs
TG OyG H OxH

Dans [Gaol, f est un polynéme sans facteurs multiples, et on démontre
dans ce cas que kerGy(f) est un K-espace vectoriel de dimension le nombre
de facteurs de f. De plus, Gao démontre que si f = []._; fi,

Jo o To o
{<fiaXf“ fz‘(?Yf“> }

est une base de kerGy (f). Mais pour étudier le cas général ou f € K[X,Y] et
v > N sont arbitraires, nous devons interpréter le noyau de cette application
en terme de cohomologie de De Rahm.

3.1 Cohomologie de De Rahm du complémentaire d’une courbe

Pour f € K[X,Y], notons C la courbe algébrique définie par f = 0.



3.1.1 Fonctions régulieres sur le complémentaire d’une courbe

Nous cherchons d’abord a définir ’ensemble des fonctions régulieres sur
A2\C le complémentaire de ’ensemble des zéros de f, c’est-a-dire que nous
cherchons & définir T'(A2\C, O,2) (inspirée de [Per95] pour la description en
terme de faisceau).

A2\C étant I'ensemble des points ol la fonction f ne s’annule pas, on
peut inclure 1/f parmi les sections de Oq2 sur A?\C. Plus précisément,
considérons ’homomorphisme de restriction r : K[X,Y] — F(A%\C,K) ol
F(A2\C,K) est 'anneau de toutes les fonctions régulieres de A?\C dans K.
Comme 7(f) est inversible, r se factorise en r = pj par le localisé K[X,Y]; =
{9/f° €e K(X,Y)|g € K[X,Y],s € N}, c’est-a-dire avec I'injection canonique
J : K[X,Y] — K[X,Y]; et Phomomorphisme p : K[X,Y]; — F(A*\C,K).
De plus, p est aussi injectif. En effet, si p(g/f*) = 0, on a g = 0 sur A%\C,
donc fg = 0 sur A? ce qui signifie que g/ f* = 0 dans le localisé (g/f* ~ 0/f).
Il est donc naturel de poser T'(A*\C, O,2) = K[X,Y];.

On peut vérifier que c’est bien un faisceau d’anneaux. Comme nous
n’avons pas besoin de la notion de faisceau pour la suite, les vérifications
seront succinctes et limitées a la condition de restriction. Pour la condition
de recollement voir [Per95]. Prenons un autre polynéme h € K[X,Y] et
notons C’ la courbe algébrique définie par h = 0. Si on a A2\C C A2\(/,
alors V(h) C V(f). Donc f est nulle sur V(h) et par le Nullstellensatz
on a f* = hv. Si on a u/h? € K[X,Y],, sa restriction & A2\C s’écrit
uv’ /hivt = uh'/f™ et cette restriction est bien dans K[X,Y]y.

3.1.2 Construction du Complexe de De Rahm

Définition . Un compleze de cochaines est la donnée d’une suite de groupes
abéliens M" et d’une famille d’homomorphismes, appelés opérateurs de co-
bord 0" : M* — M1, tels que : 0'90'~t = 0.

Ici, nous considérons le complexe de De Rham de K[X,Y];. C’est-a-
dire que les groupes abéliens sont les QY(K[X,Y]s) ensembles des i-formes
différentielles sur K[X, Y. Et les opérateurs de cobord sont les opérateurs
de différentiation extérieure d' : Q'(K[X,Y]s) — QHK[X,Y]s) qui as-
socie a la i-forme différentielle w sa dérivée extérieure dw, (i 4+ 1)-forme
différentielle. On a bien pour tout i la relation d‘ o d*~! = 0 (voir I'annexe
A). Le complexe est donc :

Q*(K[X,Y];): 0 — K[X,Y]; — QYK[X,Y]) — Q*(K[X,Y];) — ...



Définition . Soit w € Q. Lorsque dw = 0, on dit que la forme différentielle
w est fermée. Lorsqu’il existe o € Q1 telle que w = do, on dit que la
forme différentielle w est exacte. On définit le i-éme groupe de cohomologie
de De Rham H{(Q*(K[X,Y]s)) comme étant Uespace quotient des i-formes
fermées sur les i-formes exactes.

Par le théoreme de De Rham, les groupes de cohomologie de De Rham
sont isomorphes aux groupes de cohomologie de ’espace topologique sous-
jacent :

H'(A*\C) ~ H,H(Q*(K[X,Y]s)) = kerd" /imd"~*

On peut démontrer le théoreme suivant (preuve adaptée au cas affine
dans [Sch07], voir aussi [Dim92])

n

Théoréme 5. Soit f = H [£4 la décomposition de f en facteurs absolument
i=1

irréductibles. Alors les

dhd

A7 fa

induisent une base du K-espace vectoriel H(A?\C) .

En particulier, la dimension de H!(A%\C) est égale au nombre de facteurs
absolument irréductibles de f. Et comme on a :

dfi _1 (1o Lot

le théoreme montre aussi que cet espace possede une base induite par des
formes différentielles avec f en dénominateur et un numérateur de degré
inférieur au degré de f.

3.2 Retour a ’application de Gao
3.2.1 kerG,(f) en termes de formes différentielles

Par définition de G, (f), un couple (G, H) € K[X,Y]<,—1 xK[X,Y]<,—1

1
est inclu dans le noyau de G, (f) si et seulement si la 1-forme 7 (GdX+HdAY)



est fermée. En effet, on a

G H
d|l —dX + —dY
(f 7 )

Il
I~ TN &
QO
>
~

Donc, 0y (?) — Ox (?) =0«<d (?dX%— ?dY) = 0. On peut

donc mettre en correspondance kerG, (f) avec

{w = %(GdX + HAY) telles que dw = 0,w € Q(K[X,Y];),
(G, H) S K[X, Y]SV,1 X K[X, Y]Sufl}

En utilisant la remarque du théoreme précédent, on a que 'application
ker G,(f) — H'Y(A2\C) est surjective. Il s’en suit que H'(A%\C) =~ ker
G, (f)/B, ou B, est I'ensemble des 1-formes exactes de ker G, (f).

Gao a montré [Gao03], dans le cas ou f est un polynome sans fac-
teur multiple, que dimg H'(A?\C) = dimgkerGy (f). Cependant dans le cas
général, nous devons tenir compte de 'ensemble B, des formes exactes de
ker G,(f), comme le montre 'exemple de [Scheiblechner| : supposons que

d
f = ¢ avec g € K[X,Y] irréductible. Alors la forme fermée w = —‘g =
g
1 -1
7 (0x(9)dX + 0y (g)dY) est dans ker G, (f), mais comme w = d (—) est
g

exacte, sa classe dans le groupe de cohomologie H'! est zéro.

Nous devons donc caractériser cet ensemble B,,. On sait juste pour I'ins-
tant que les éléments de B, sont de la forme d <f—PS) pour un P € K[X,Y]

et s € N (car Q° = K[X,Y]). Mais nous allons montrer quen faite s=1.
C’est-a-dire que

B, = {w € kerG, (f) telles que 3P € K[X,Y]<, avec d <?> = w}

Lemme 6. Soient p,q € K[X,Y] tels que p divise qdp. Alors tout facteur
wrréductible de p divise q.

10



T
Démonstration. Soit p = H p;t la décomposition de p en facteurs irré-
d i dp;
ductibles. On a alors L _ Zeiﬂ. En supposant que p;* divise gdp =

i=1 g

T
qz ejﬁdpj, on obtient que p;* doit diviser qupi et donc que p; divise q.

j=1 J bi

O

Lemme 7. Soit un polynome f € K[X,Y] de degré N et soient G,H €
K[X,Y]<y—1 avec N < v — 1. Supposons qu’on ait

% (GdX + HdY) =d <f£>

avec s € N, P € K[X,Y] tel que f ne divise pas P si s > 1. Alors ou bien
s=1 et deg(P) <v ou bien s =0 et deg(P) <v— N

Démonstration. Supposons que s > 2 et que f = [[;_, f{* soit une dé-
composition en facteurs irréductibles de f. Comme

J( P _ fdP — sPdf
<F> T feH
on a

fdP — sPdf = f* (GdX + HdY)

Donc f¢ divise fdP — sPdf, donc en particulier, f divise Pdf et donc, par
le lemme précédent, f; divise P pour tout i = 1,...,7. De

on obtient

T T

fdP — sPdf = fdP — stZei% =f (dP = el-?dfi>
i=1 v i=1 ¢

Donc f*~1 divise dP — s\, ei%dfi. Soit @ := pged(f, P) = [1i—; fI" avec

1 < p; < e pourtouti=1,..,retsoit R:= P/Q. Comme s > 2, on obtient
que f divise

11



d(P) — sieigdfi = d(RQ) - Siez‘?dfi
i=1 v i=1 v

" P
= QAR+ RAQ—s)_ ei?dfi
=1 1

_ <ﬁ fl,uz> dR + Si(’ui — sei)R%dfi

i=1 i=1

et que p;—se; < 0 pour tout 7 et donc f/* divise R%dfi = R!}"i’”_1 Hj?éi J‘“]MdfZ

Comme 1 < pu;, on a en particulier que f; divise Rdf; et donc que f; divise

R = P/T]i_; fI" par le lemme 1. Mais alors f! *1 divise P ce qui implique

que p; = e; pour tout i et f = Q = pged(f, P). Il y a donc contradiction

avec nos hypotheéses puisque f divise P. Donc on doit avoir 0 < s < 1
Supposons maintenant que s = 0. Alors

GdX + HdY = fdP = foxPdX + f8y PdY

et donc on a
G = foxP, et H= fOoyP

d’ou
deg(foxP) <v—1et deg(foyP)=<v-—1

Donc deg(P) <v — N.
Supposons que s = 1. Alors

fGdX + fHAY = fdP — Pdf = (foxP — Pox f)dX + (fOy P — Py f)dY

Soit § le degré de P, et soient P = FPy+ Py + ...+ Ps, f = fo+ ... + fn les
décompositions de P et f en parties homogenes. Si (fyOx Ps— PsOx fn) #0
ou (fnOy Ps — PsOy fn) # 0, alors nécessairement § < v car N +6 — 1 =
deg(fnOx Ps—PsOx fn) < deg(fG) <v+N-—let N+6—1 = deg(fnOy Ps—
P50y fn) < deg(fH) <v+ N — 1. Dans le cas contraire, on obtient que

d (ﬁ) _ fndBs — Pysdfn
I (fn)?
donc&GKetézNgu. O
In

12



3.2.2 Calcul de la dimension de kerG,(f)

Maintenant que nous avons bien caractérisé I’ensemble B, nous pouvons
commencer le calcul de la dimension du noyau de I’application linéaire G, (f)
pour v > N. En effet, d’aprés l'interprétation précédente de kerG,(f) en
termes de 1-formes différentielles, nous avons

dimgkerG, (f) = dimg H' (A*\C) + dimgB,

Mais nous savons déja que dimg H'(A2\C) = r. Il nous reste donc & calculer
dimg B,

T
Proposition 8. Soit f(X,Y) € K[X,Y] de degré N tel que f = [] [
=1
soit une factorisation de f ou f; sont des facteurs irréductibles de degrés d;.
Alors, pour v > N, on a

dimgkerG, (f) = — 1 + (2 v =N+ di(e; — 1))

2

Remarque . On a donc ici une généralisation du résultat de Gao. En effet,
pour v = N et pour f sans facteurs multiples (c’est-a-dire e; = 1 pour tout
i =1..r), on retrouve alors dimgkerGn(f) = 7.

Démonstration. Observons que la condition d(
B, est équivalente au systeme d’équations

{faXP—PaXf—Gf:O
foyP—Poyf—Hf =0

) = w dans la définition de

s

avec les contraintes

deg(G) <v -1
deg(G) <v -1
deg(P) <wv

Notons L, 'espace vectoriel des (G, H, P) solutions de ce systéme et
posons

pu:ﬁu - BV
(G,H,P) — (G,H)

la projection canonique de £, sur B,. Le noyau de p, est

kerp, = {(0,0,P) | d(P/f) =0} ={(0,0,P) | P = \f avec A € K}

13



Donc dimgkerp, = 1. Et, par le théoréeme du rang, on obtient
dimgB, = dimg L, — 1

Nous sommes donc ramené a calculer la dimension de £,.

La premiére équation définissant L£,, qui peut étre réécrite POxf =
f(Ox P — G), implique

po_ f PG
pged(f,0xf)  pged(OxP — G,0xf)  pged(f,0xf)

@1 est donc un polynome de degré inférieur ou égal a v— N +deg pged(f,dx f).
De la méme maniere, la seconde équation montre que P doit étre de la
forme Qo f /pged(f,dy f) ot Q2 est un polynéome de degré inférieur ou égal
av— N+ deg pged(f,dy f).

On obtient donc une solution au systéeme d’équation définissant £, en
résolvant I’équation

Qapged(f, Ox f) = Qipged(f, Oy f)
En appliquant la méme méthode que précédemment, on trouve

Q2 y pged(f, 0x f)
pged(Q2, pged(f, dy f))  pged(pged(f, dx f), pged(f, Oy f))
= pged(Q1, QQ)ngd(ﬁ o5 F.0vT)
ngd(fa 8Xf7 8Yf)

Q1 =

et

Q1 y pged(f, 0y f)
pged(Q1, pged(f, 0x f)) = pged(pged(f, Oy f), pged(f,0x f))
o ngd(fa 8Yf)
~ Pl Q) A S )
pged(f, Oy f)
ngd(f7 aXfa 8Yf)

ou

ngd(fa 8Xf7 an)
pged(f, dy f)

pged(f,0x f,0v f)

Donc @ est un polynéme de K[X, Y] de degré

Q = pged(Q1,Q2) = Q1 = Q2

14



deg(Q) = deg(Q1) + deg pged(f,0x f,0v f) — deg pged(f, Ox f)
< v — N +deg pged(f,dx f,0v f)

y—N—i—Zdi(ei -1)
=1

IN

On peut remarquer qu’une fois P fixé, on obtient une unique solution
(G, H, P) du systéme définissant £,,. On en déduit que la dimension de £, est
égale a la dimension du K-espace vectoriel des polynémes de degré inférieur
ou égal a la quantité précédente, c’est-a-dire que £, est de dimension

(2 +Uv—N+ %}fldi(ei - 1)>

et la formule annoncée est prouvée.

3.3 Introduction de ’application de Ruppert

Nous allons introduire une nouvelle application K-linéaire similaire a
G, (f) mais avec un espace de départ de dimension plus petite. Cette restric-
tion de G, (f) peut étre vue comme un ”passage au quotient” et permettra
par la suite de définir 'application de Ruppert sur des espaces projectifs.

Soit E,, le K-espace vectoriel défini par

E,={(G,H) € KIX,Y]<p—1 x K[X,Y]<y_1 | deg(XG + YH) < v —1}

E, est de dimension v? — 1. En effet, K[X,Y]<,—1 x K[X,Y]<,_1 est de
dimension v + v et la condition deg(XG + Y H) < v — 1 donne un systéme
de v + 1 équations linéairement indépendantes.

De plus, F, a la propriété suivante :

Lemme 9. Soit f € K[X,Y] de degré N. Alors, pour tout entier positif v
et pour tout (G,H) € E,, on a

deg 2 (ay (%) oy (?)) <UEN-3

Démonstration. Notons par G,_1 ( resp. H,_1, fn), la partie homogene de
degré v —1 de G (resp. de degré v —1 de H, de degré N de fx). Nous avons
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alors

XG,_1+YH,_
b (R
In T

= fNd(XG,1+YH,1)— (XGy1+YH,_1)dfn
= fn(Goo1+ XOxGyo1 +YOxHy1)dX
+fnv (XOyGy_1 + Hyo1 + YOy H,_1)dX
—(XGy_10x fn +YH,10x fn)dX
—(XGy_10y fn + Y Hy 10y fn)dY
En utilisant la relation d’Euler, dfy = Xdx fy + Ydy fnv et en utilisant la

relation (v — 1)G,—1 = X0xG,—1 + YOy G, _1, on obtient que le coefficient
de dX est

INWG,_1 =YOyGy_1 +YOxH, 1) = Gy,_1 (dfn = YOy fn) = YH, 10x fn

— (= N NGyt — Y1} (ay <G;N1) oy @Nl)) 1)

De méme le coefficient de dY est
2 Gu—l Hl/—l
=Mt - X7 (o (S20) —on (B2)) g
In In

Mais comme (G,H) € E,, on a XG,_1 +YH,_; = 0 et les coefficients
précédents sont donc nuls. Il s’en suit que

0=X(1)+Y(2)
= (V= N)fn(XGyo1 +YH, 1) - 2XY f} <3Y (GM) O (HM))

N In
2 Gu—l Hu—l
—2XY N <6Y< In >_6X< In >>

Donc fJQV <(9y (G]?A:l) —Ox (H};1>) = 0 et le lemme est prouvé. U

Nous pouvons maintenant définir ’application de Ruppert R, (f) :

Ru(f): B, — K[XvY]SN+V—3

= (o (5)-o(5))

avec f € K[X,Y] de degré N et v > N. On peut remarquer au passage que
R, est K-linéaire, tout comme G, .
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3.3.1 Calcul de la dimension de son noyau

Proposition 10. Soit f € K[X,Y] de degré N. Alors
dimgkerRyn(f) = dimgkerGy (f) — 1

et pour v > N,
dimgkerR, (f) = dimgkerG,_1(f)

Démonstration. En reprenant les notations et les calculs du lemme précédent,
on peut remarquer que pour tout entier v > N, et pour tout (G,H) €
kerG,(f) , on a

d (XGIJI +YH, Gy_1dX + H,_1dY

3

In fN ®)

Maintenant, prenons une factorisation f = [[;_, f{* de f ol f; est un

polynéme irréductible de degré d;. Par définition de Gy (f) et Ry (f), tout

élément dans le noyau de Ry (f) est aussi dans le noyau de Gy (f). D'un
autre coté, on peut vérifier que

)=w-m)

(iaxfl, iayﬁ) € kerGn (f)

bht bil
mais n’appartient pas au noyau de Ry (f) car
xLoxpvvLopn=Lxoxprvoyny =ar+ L
fi fi fi fi

ol deg(fl) < dj par larelation d’Euler. Cependant, pour tout couple (G, H) €
kerGn (f), équation (3) montre qu’il existe a € K tel que

XGN-1+YHn_1 =afn

car
v=N=1d (XG“ +YH”1> _ 0o XC HVH
In N
Il s’en suit que
(G,H) — 2 (iaxfl, iﬁy}tl) € kerRn(f)
di \ f1 J1

et donc que

dimgkerRy(f) = dimgkerGn (f) — 1
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Pour la derniere partie de la preuve, prenons un entier v > N. Par

définition de G, (f) et de R,(f), on a

kerG,_1(f) CkerR,(f) C kerG,(f)
Prenons un couple (G, H) € kerR,(f). Alors XG,_1 +YH,_1 = 0 et en
utilisant (3) on déduit que
Gy 1dX + H, 1dY
In B
c’est-a-dire G,_1 =0 et H,_1 =0 et donc (G, H) € kerG,_1(f)

0

]
Corollaire 11. Soit f € K[X,Y] de degré N tel que f =[[;_, f{ soit une

factorisation de f ou chaque f; est irréductible de degré d;. Alors

2+ i di(ei — 1)>

dimgkerRy(f) =r—2+ < 5

En particulier, f est irréductible si et seulement si dimgkerRy(f) = 0.

Remarque . On a déja donné une base du noyau de Gy (f) dans le cas ot f
est sans facteurs multiples. Sous les mémes hypotheses, on a que l’ensemble

{(—di%axfl + dlﬁaxfi, —di%ayfl + dlﬁayfi> e 2...r}

forme une base de kerRn(f).

3.3.2 Application de Ruppert homogeéne

Les résultats précédents permettent de définir la matrice de Ruppert
dans un cadre homogene. Pour cela, définissons I’application de Ruppert
homogene : soit f(X,Y, Z) € K[X,Y, Z] un polynéme homogene de degré N
et posons

R(f):E — KIX)Y, Zoy-3
o = (o (5) -0 (%)

E={(G,H) €K[X,Y,Z]ny_1 x K[X,Y, Z]n_1 tel que Z|XG + Y H}

ou

On remarque que la condition deg(XG+Y H) < v — 1 dans la définition
de R, (f) se traduit ici par la condition Z|XG 4+ Y H et que la division par
Z dans la définition de R(f) est justifiée par le lemme 9.
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Théoreme 12. Soit f(X,Y,Z) € K[X,Y,Z] un polynéme homogéne de
degré N et supposons que f = [[i_; f{* ot chaque polynome f; est irréductible
et homogéne de degré d;. Alors

dimgkerR(f) =r—2+ <2 + 23212di(ei - 1))

En particulier, f est irréductible si et seulement si dimgkerR(f) = 0.

Démonstration. Notons f(X,Y) = f(X,Y,1) € K[X,Y] le deshomogénéisé
de f et considérons 'application Ry ( f ). Nous affirmons que les noyaux de
R (f) et de R(f) sont des K-espaces vectoriels isomorphes.

En effet, soit (G(X,Y), H(X,Y)) € kerRy(f) et soient G et H les ho-
mogénéisés de degré N —1 de G et H respectivement. C'est-a-dire que

G(X,Y,2)=2zN"1G (X Y> H(X,Y,Z)=2ZN"H (X Y)

7' Z Z'Z
Alors on a
i (6(52)4(2)
(£ oG
SR8 (G50 ()

En multipliant par Z2V~2, on obtient
foyG—Goyf— foxH+ Hoxf=2ZR(f)(G,H) =

Mais comme deg(XG+Y H) < N—1, on en déduit que Z divise XG+Y H et
donc que (G, H) est dans le noyau de R(f). De la méme maniere, si (G, H) €
kerR(f) alors (G, H) = (G(X,Y,1), H(X,Y,1)) € kerRy(f). Nous avons
donc prouvé que

dimgkerR(f) = dimgkerRy (f)

L’égalité annoncée vient du corollaire précédent si deg( f ) = N. Autrement,
si deg(f) < N, l'égalité est une conséquence des propositions 8 et 10. ]

Suite & des discussions avec M.Dimca, il apparait qu’on doit pouvoir
calculer la dimension du noyau de I'application de Ruppert homogene sans
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utiliser I'application de Gao. Il aurait alors fallu travailler avec des formes
différentielles homogenes pour construire le complexe suivant

Q*(P2\C) : 0 — Q°(P?\C) — QL (P?\C) — Q*(P?\C) — ...
Par des théoremes principalement diis a Grothendieck, on peut alors montrer
que H*(P2\C,C) = H*(Q*(P?\C)). On remarque d’ailleurs, que toute section
a € HY(Q*(P?\C)) s’écrit de la forme
o = F
ol w est une 1-forme différentielle homogene, vérifiant Aw = 0 en parti-
culier. Cette condition est équivalente a notre condition Z|XG + Y H dans

la définition de E. Le calcul de la dimension du noyau de ’application de
Ruppert homogene est alors obtenu grace a la relation

dimgkerR(f) = dimg H'(P?\C) + dimgB

ot1 BB est un sous-ensemble de kerR( f) qui reste & caractériser. dimyg H' (P2\C)
est déja connu [Dim92] et vaut r — 1.

Par manque de temps, nous n’avons pas pu étudier cette méthode plus en
détail, ce qui aurait ensuite pu nous amener a étudier le cas quasi-homogene.

4 Une borne pour 'ordre total de réductibilité

Soit r = f/g € K(X,Y) une fonction rationnelle non-composée de degré
N.Si (u,\) € o(f,g) alors on a
n(p:) .
_ (4N
i + 2" = H P(u:‘;\),i
i=1

ol f# et g# sont les homogénéisés de degré N de f et g respectivement et
ol P,:x),; est un polynome irréductible et homogene. On rappelle qu’on a
défini 'ordre total de réductibilité de r par

p(fr9) =Y (n(p:X)—1)
(NP

et l'ordre total de réductibilité de r en comptant les multiplicités par

n(p:)
m(f7 g) = Z (m(M : )‘) - 1) = Z Z CuN)yi | — 1
(n:N)€ePy (u:A)EPL =1
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4.1 Une remarque autour des fibres géométriquement irréductibles

Nous allons aussi considérer la quantité

() n())
Z deg(Puiny,i)(€unyi — 1) > Z (equny, — 1)
=1

qui est le nombre de facteurs multiples pondérés par leurs multiplicités. La
quantité w(f,g) = Z(M:)\)epﬂl( w(p : \) est particulierement intéressante puis-
qu’elle apparait pour le premiere fois dans les travaux de Darboux [Dar78|
et de Poincaré [Poi91] sur I’étude des équations différentielles du premier
ordre. En particulier, ils savaient déja que w(f,g) < 2N — 2 (voir [Jou83]
pour une preuve). Ce résultat implique l'inégalité suivante

Lemme 13. Posons
'}’(f, g) = {(,U,, )\) S ]P’]%g ‘ ,uf#—i—)\g# P(;EH)\) y QUeEC €(y:\) >2et P(MIA) ir’réductible}

alors on a

v(f,9) <3

C’est-a-dire que le nombre de fibres géométriquement irréductibles mais
algébriquement réductibles est borné par trois.

Démonstration. En effet, on a

n(p:A)
S deg(Puay)egany —1) <> Z deg(Pruny.i) (e — 1)
(m:A)ev(f.9) (:\)EPL
< 2N -2

g/lais N = e(nydeg(Puy) et deg(P.y)) < N/2 pour tout (u: A) € y(f,9),
onc

N h/(fa g)| Z e(u:)\)deg(P(u:)\))

(m:Nev(f.9)

< 2N -2+ Y deg(P.y)
(mNev(f.9)

N
< 2N -2+ S h(f0)]

Et comme N et |y(f,g)| sont des entiers, on obtient que |y(f,g)] <3
O
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On peut aussi en déduire que le nombre de fibres géométriquement
réductibles mais algébriquement réductibles sur I’espace affine A%{ (c’est-
a~dire juste en deux variables X et Y) est borné par quatre. En effet, dans
ce cas, on compte alors les fibres du pinceau pf# + \g# qui sont de la forme
7%= P¢ ou P est irréductible et avec e deg(P)+es = N. On compte donc en
plus les points (1, A) € Pi ot Z divise pf# 4+ Ag” (c’est-a-dire que, du point
de vue affine, le degré diminue). Mais il n’y a au plus qu’un seul tel point.
Donc de l'inégalité |y(f,g)| < 3 on déduit que ces fibres sont au plus au
nombre de 4. On retrouve ici, de maniere élémentaire, une propriété étudiée

dans [SSAO03].
4.2 Une borne pour p(f,g) et pour m(f,g)
Introduisons encore une notation :
O(p: \) = dimgkerR(uf# + Ag") —m(pu: N+ 1 —w(: N

donc d’apres le théoreme 12

wp:A)+1 e
O(p: ) = < (h 2)+ ) - ; (euny,i — 1)

et posons aussi

0(f.9)= > 0u:N

(1N EPL

Cette quantité est positive car

O \) > (ww :2>\)+1> N = <w(u2: A)>

Théoréme 14. Soit r = f/g € K(X,Y) une fonction rationnelle réduite
non-composée et soit N = deg(r) = max(deg(f), deg(g)). Alors, on a :

0<p(f.g9) <m(f,9) +w(f,9)+0(f,g) <N°>—1

Démonstration. Pour tout (u: A) € Pk | considérons 'application linéaire
R(uf* + Ag*) = uR(f*) + AR (g")

et, en choisissant des bases pour les K-espaces vectoriels F et K[X,Y, Z]an_3,
les matrices correspondantes

M(uf# + Ag#) = uM(f#) + AM (g7)
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Elles forment un pinceau de matrices & N2 —1 colonnes et (2+(2£V 73)) lignes.
Pour N > 2 il y a donc plus de lignes que de colonnes.

On définit le polynome Spect(U, V) € K[U, V] comme étant le pged des
(N? — 1)-mineurs de la matrice

UM(f%) +VM(g") (4)

C’est un polynoéme homogene de degré < N? — 1.

Notons que Spect(U, V') est non nul. En effet, comme r = f/g est réduite
et non-composée, le spectre o(f, g) est fini et il existe donc (i : \) ¢ o(f,g).
Par le théoréme 12, on a donc que ker M (uf?” + Ag?) = 0 d’out

rang M (uf* + \g”) = N2 — 1

et donc il existe un (N? — 1)-mineurs de M (pf# + Ag”) non nul. Donc au
moins un des (N2 — 1)-mineurs de (4) est non nul car il doit étre non nul
apres les spécialisations de U en p et de V en A.

Maintenant, prenons (u : \) € o(f,g). Par le théoreme 12, on a

dimker M(uf? +Xg®) =m(p:N) —1+w(u: N +0(p:N) >0 (5

d’ott rang M (pf# + Ag*) < N? — 1 et tous ses (N? — 1)-mineurs sont nuls.
Donc (4 : A) est une racine de Spect(U, V).

Montrons maintenant que (¢ : A) est une racine de Spect(U, V') de mul-
tiplicité au moins dim ker M (uf# + Ag™).

Notons M;(U, V) les sous-matrices carrées de taille N2 —1 de M (U f# +
Vg#). On a alors pour tout 7 que

d; = dimker M;(u, \) > dimker M (uf# + \g™)

Or la multiplicité de (p : A) pour le polynéme det(M;(U,V')) est supérieure
a d; = dimker M;(u, ). En effet, en choisissant une base de ker M;(u, \) et
en la complétant pour avoir une base de F, on obtient que I’endomorphisme
associé a M; (U, V') se représente dans cette base par une matrice de la forme

<()\U —OMV)Hdi ]\3’)

d’ott I'on déduit que det(M;(U,V)) = (AU — uV)%det(M'). Comme d; >
dim ker M (uf# +\g) pour tout i, alors (AU — V) dim ker M(uf*+29%) divise
Spect(U, V') et donc que (p : A) est une racine de Spect(U, V') de multiplicité
au moins dimker M (uf# + Ag").
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En sommant toutes ces multiplicités (5) sur le spectre o(f, g), on obtient

m(f,g) +w(f,g) +0(f,9)

Et comme Spect(U,V) est un polynome de degré inférieur & N? — 1, on
obtient m(f, g) +w(f,9) +0(f,9) < N? -1 O

4.3 En quéte de 'optimalité ?

L’inégalité p(f,g) < N? — 1 avait déja été prouvée par Lorenzini et
Vistoli. En plus de la retrouver par des méthodes simples, il est remarquable
que l'on obtienne la méme borne pour la quantité m(f, g) +w(f,g)+0(f,9g).
On se pose donc la question de I'optimalité de cette borne. On sait seulement
qu’elle est atteinte pour N=1, 2 et 3. Par exemple, pour N=3, regardons
lexemple suivant tirée de [Bod08] : prenons

fla,y) =2+ 9" + L+ z +y)? et gla,y) = 3ay(l+ 2 +y)
Les homogénéisés de f et g sont respectivement
flay) =2+ y° + a2+ z+y)° et g% (2,y) =3ay(z + 2 + )

On a alors O'(f, g) = {(L _1)’ (1, _j)’ (1, _j2)’ (0’ 1)}a ou {Lj,jz} sont les
racines troisiemes de I'unité. On vérifie en effet qu’on a bien :

=g = (@+jy+z+i2)(@—y—jy—jz)(2+2y+2)

fF—ig® = Qz+jy+y+2)(z—2y—j2)(@+y+iz+2)

f#—ng# = (z+z4+z+2y+2jy)(x+y—j2)2z —jy+ z)
g% = Bay(z+z+y)

D’ou I'on calcule p(f, g) = 8 = 32—1. La borne est donc atteinte pour p(f, g),

donc aussi pour m(f, g) et pour m(f,g) +w(f,g9)+0(f,g). On s’apergoit ici
d’une conséquence du théoréeme précédent :

Corollaire 15. Si p(f,g9) = N? — 1 alors w(f,g) = 0.

C’est-a-dire que s’il existe un pinceau de courbes avec un ordre total de
réductibilité égale & N? — 1, alors toutes ses fibres réductibles doivent étre
sans facteurs multiples.
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D’un autre co6té, on a

m(f,9) = Y.

(m:M\) Py ( i=1

n(p:A) n(p:A)
= > dooeni—1] | > 1] -1
(ﬂ;)\)gpﬂk i=1 1=1
n(p:A)
= ¥ (puni—D |+ Y ((u:A) -1
(m2)ePg \ =1 (m:\)EPE

= wred(fa g) + p(f, .g)

et on sait que N2 —1 > m(f,g), N2 —1> p(f,g9) et 2N —2 > w(f,g) >
Wred(f,9). On peut donc remarquer que le fait que la borne pour m(f,g)
soit quadratique ne vient pas du fait qu’on compte les multiplicités. Dans
la recherche d’un exemple qui monterait que la borne est optimale, il est
donc nécessaire de regarder des exemples dont les fibres réductibles ne se
décomposent qu’en facteurs simples.

Apres de nombreux essais, nous n’avons pas trouvé d’exemple qui aurait
pu montrer que la borne était optimale. Plus précisement, nous ne connais-
sons méme pas d’exemple montrant que p(f, g) est quadratique en N.

4.4 Cas particulier m(f,1)

Stein a montré que p(f,1) < N —1 et que cette borne était atteinte (voir
[Rup89], [Lor93] et [SSA03]). En effet, avec I'exemple de Stein :

FXY)=Y + XY (Y +1)(Y +2)...(Y + N —2))

f est de degré N et est non composée. On vérifie facilement que o(f) =
{0,1,..N =2}, car f(X,Y)+j =Y +7)+ X [[p<icny_oY +1%) pour tout
entier 0 < j < N — 2. -

On peut donc se demander s’il existe aussi une meilleure borne que
N2 — 1 pour m(f,1). En reprenant la décomposition de m(f,g) calculée
précédemment, on obtient facilement m(f,1) < 3N — 3.
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Annexe A : Formes différentielles

Soient K un corps de caractéristique 0 et £ un K-espace vectoriel de
dimension n.

Définition . Une forme p-linéaire sur E est une application

L:Ex..E—-K
—_——

pfois
lin€aire en chaque variable.

L’ensemble des formes p-linéaires forment un espace vectoriel sur K, noté
LP(E,K). En décomposant chaque vecteur dans une base (e;)1<i<, de E,
on voit que L est uniquement déterminée par les n” nombres L(e;,, ..., €;,).
L’espace vectoriel LP(FE,K) est donc de dimension n?.

Définition . Une forme p-linéaire alternée sur E est une forme p-linéaire
f telle que

Vo € 6p, f(ml, - ,Jﬁp) = E(O')f(.%'o(l), - ,a:g(p))

Une forme p-linéaire est alternée si et seulement si f(z1,...,xp) = 0 dés
que deux des x; sont égaux.

L’espace vectoriel des formes p-linéaires alternées est noté A?(E*). Par
convention on pose A’(E*) = K. On peut remarquer que A\'(E*) = E* =
L(E,K).

On montre facilement que dim AP(E*) = (
dim AP(E*) = 0.

n

p). Si p > n, on a donc

Définition . L’antisymétrisée d’une forme p-linéaire alternée f sur E,noté
Alt f, est donnée par
1
(Alt )z, 7xp) = H Z 6(O-)f(xa(lﬁ s 7«730(10))

T oeG),
Définition . Le produit extérieur de N\P(E*) et NY(E*) est l’application

p q pt+q
n: NE) < NE) = N\(E)

|
(re) = 1ng=L s o)
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c’est-a-dire définie par
1
(f/\g)(xh s 7xp+q) - F Z G(O')f(l'a(l), <o 7x0(p))Q(xo(p+1)7 v 7xo(p+q))

" 0€Gp4q

On renvoit a [Laf96] pour la vérification que le produit extérieur est
bien défini, ainsi que pour des preuves des propositions suivantes.

Proposition 1. Le produit extérieur a les propriétés suivantes :

1. anticommutativité :
gAf=(=D"MfAg

2. associativité :

SA(@GNR)=(fNg)Nh
3. bilinéarité :
(af +vg) Nh=af Nh+vgAh

fA(ag+vh)=af N\g+vfAh

Proposition 2. Soit (e;)1<i<n une base de E et (e} )i<i<n la base duale
associée. Alors l'ensemble

{6;‘1/\---/\62; | 1§i1<---<ip§n}

est une base de \P(E*).

Définition . L’algébre extérieure de E* est l’espace vectoriel
n p
NE =D AE)
p=0

de dimension 2™.

Définition . Une p-forme différentielle sur un ouvert U d’un espace vecto-
riel E est une application lisse de U dans \' E*.
L’espace vectoriel des p-formes différentielles sur U est noté QP(U).

Soit (e;)1<i<n une base de E et soit a une p-forme différentielle. Alors,
pour tout & € U, on a une forme alternée

Cl(ﬂf) = Z aily---yip (x)e;kl /\ e /\ 6;;
1<i <-<ip<n
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En remarquant que e} = dz*, on peut donc écrire
o= E Qiy,ipdT™t A N da'
1<i) <-<ip<n
On peut étendre le produit extérieur aux formes différentielles :

Définition . Soient o € QP(U) et 5 € Q4(U). On définit la (p + q)-forme
différentielle o A\ B par

(a A pB)(z) = a(z) A B(z)
et toutes les propriétés du produit extérieur restent valables.
On définit I’algebre graduée

dim(U

)
oU) = @ ')
=0

Proposition 3. Il existe une unique application linéaire d : Q(U) — Q(U),
appelée différentielle extérieure, ayant les propriétés suivantes :

1. Sideg(a) = p alors deg(da) =p+ 1.
2. Sur QO(U), d est la différentielle des fonctions.
3 SiaeQPU) et BeQU), dlanpB)=daAB+(—1)%90a Ads
4. dod=0
D’apres ces propriétés, si a est une p-forme différentielle s’écrivant
a = Z aihm,ipdacil A« Adz?
1<iy < <ip<n
alors on a ‘ ‘
do = Z dag, .. i, Ndz"™ Ao Ndx'
1<iy < <ip<n
Par exemple, vérifions la propriété (4). On voit que les formes a coefficients

constants ont une différentielle nulle. Donc, il suffit de vérifier que d(df) =0
pour toute fonction f.

d(df) = Y do;f)Ada?

j=1

= Z al(a]f)dxl A da?
ij—1

= S (050 — 0,(0if))da’ Ada? =0
1<i<j<n
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Remarque . On peut définir plus généralement une p-forme différentielle
sur une variété différentiable M comme un champ de p-formes alternées
de classe C'™° sur les espaces tangents de M. C’est-a-dire que, a tout point
m € M, on associe une p-forme alternée w(m) € NP(T,,(M)), avec une
?dépendance réguliere en m”. En se placant dans une carte local sur M, on
a une base locale de lespace vectoriel NP (T, (M)) donnée par {dx; N--- A
dxip\l <o <<y < n} et ainsi on peut écrire localement les p-formes
différentielles

w = Z fi17,,,7z~pdxi1 Ao Ada®

1<iy <-<ip<n

avec fi, .., différentiables.
On peut aussi voir que l’ensemble des p-formes alternées sur T, (M)
forme un espace vectoriel noté \P(T* (M)). On désigne par NP T*(M) la

réunion disjointe
p
IT A@nm)
meM

qui forme un fibré vectoriel sur M, formellement la p-iéme puissance du
fibré cotangent de M. Une p-forme différentielle peut se redéfinir comme
une section globale de ce fibré vectoriel.
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Annexe B : Code maple

with(algcurves):
with(LinearAlgebra):

#Application de Ruppert - L:=[G, H]

ARup := proc(F, L)

local G, H;

G:=L[1]; H:=L[2];

expand (1/z* (Fx(diff (G, y))-Gx(diff(F, y))-Fx(diff(H, x))+Hx(diff(F, x))));
end;

#Liste des monomes de degrés d en {x, y, z}
ListMonHom := proc (d)

local List, i, j, k;

List := [];

for i from d by -1 to 0 do

for j from d-i by -1 to 0 do

List := [op(List), x"ixy~j*z"~(d-i-j)]1;
od;

od;

List;

end;

#G and H in E

GHinE := proc(d)

local H, G, i, j, k,1, 1m, 1lc;
G:=0;H:=0;

k:=1;

for i from d-1 by -1 to 0 do
for j from d-i by -1 to 0 do
G:=G+c[k]*x"i*xy~j*z"~(d-i-j);

k:=k+1;

od;

od;
lc:=[coeffs(G,{x,y,z},’1m’)];
Im:=[1m];

for i from d by -1 to 0 do
for j from d-i by -1 to 0 do
if (d-i-j)>0 then
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H:=H+c[k]*x"i*xy~j*z"~ (d-i-j);
k:=k+1;
else
if member(x~(i-1)*y~(j+1),1m,’1’) then H:=H-1lc[1]l=*x"ixy~j; fi;
fi;
od;
od;
(G, HI;
end;

#Prend un polynome homogene et renvoie le vecteurs des coefficients (en utilisant
PolyToVect := proc (f)

local Vect, i, j, k, d;

d := degree(f, [x, y, z]);

Vect := Vector(binomial(d+2, d));

k :=1;

for i from d by -1 to 0 do

for j from d-i by -1 to 0 do

Vect [k] := coeff(coeff(coeff(f, x, i), y, j), z, d-i-j);

k := kt+1;

od;

od;

Vect;

end;

#Calcul la matrice de Ruppert & partir du vecteur coefficients...
Mat := proc (S, n, m)

local L, i;

L := [subs(c[1] = c[m+1], seq(cl[jl =0, j =1 .. m), clm+t1] =1, S)];

for i from 2 to n do

L := [op(L), subs(cl[i] = c[m+1], seq(cl[j]l =0, j =1 .. m), clm+t1] =1, 8] ;
od;

convert (L, Matrix);

end;

Rup:=proc(F)

local d, L, R, V;
d:=degree(F, [x, y, z]);
L:=GHinE(d-1);
R:=ARup(F, L);
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V:=PolyToVect(R);
Mat(V,d"2-1, d~2-1), V;
end;

#calcul le spect(u,v) par les mineurs
Spect:=proc(R, d)

local i , j, rowdim, coldim;

rowdim := RowDimension(R);

coldim :

ColumnDimension(R) ;

if (rowdim <> binomial (2+(2%d-3), 2)) or (coldim <> d"2-1) then error

SpectRec(R, [seq(i,i=1..coldim)], rowdim, coldim, 1);
end;

SpectRec:=proc(R, L, rowdim, N, i)

local j, k, max, newList, spect;

if (i>N) then return Determinant(SubMatrix(R, L, [1 .. N])) fi;
spect:= SpectRec(R, L, rowdim, N, i+1);

max:=rowdim-L[N];

for j from 1 to max do

newList:=L;

for k from i to N do

newlList:=subsop(k=newlList[k]+j, newlList);

od;

spect:= gcd(spect, SpectRec(R, newlList, rowdim, N, i+1));
od;

spect;

end;

Remarque . Notre code a pour but principal de comprendre les résultats.
On peut donc facilement 'améliorer. Pour le calcul de la matrice de Ruppert
par exemple, il suffit de calculer U'application de Ruppert en chaque vecteur
de la base. De méme, pour le calcul de Spect, il est plus rapide de calculer
un forme de Smith dans une carte locale.
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