Classe: Interro TD 3

Nom : Sujet A Date:
Prénom :

Correction :

On considére 'espace vectoriel My(R) des matrices carrées de taille 2 a coefficients dans R.

1) Expliciter la base canonique B = (eq, e, €3, e4) de My(R).

o= ((65)-(6 )6 36 D)

2) SoitF:{<i Z)EMQ(K) : a+2b—20+4d:0}

a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de My(R).
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) et on vérifie que c’est un élément de F' :
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b) Justifier qu’on peut prévoir dim(F') = 3.
On peut prévoir dim(F) = dim(M;(R)) — nb éq linéairements indépendantes =
4 —1 = 3. Ce qui revient a prévoir le nombre de variables libres dans le systéme
d’équation définissant F'.

¢) Donner une base de F', qu’on notera B’ = (w;, ws,ws), en explicitant bien les coor-
données de ces vecteurs dans la base canonique B.
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On a donc B = (w;,ws,ws3) une base de F' avec w; = (_2 1), Wy = (2 0)
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et wy = 0 1) Autrement dis, w; = —2e; + e; donc ses coordonnées sont
wy = (—2,1,0,0) dans la base canonique B. De méme, les coordonnées de wy = (2,0, 1,0)
et wy = (—4,0,0, 1) dans la base canonique B.



d) Proposer une méthode, en une phrase et sans faire les calculs, pour prouver que votre
famille B’ est bien une base de F.

L’égalité suivante

-2 1 2 0 —4 0
P fo(2 D DY) ¢ beacs)

exprime clairement que notre famille w, ws, w3 est génératrice de F. On pourrait
aussi écrire F' = Vect(wy, wy, w3). Pour vérifier que c’est une base de F, il reste
seulement & montrer que c’est aussi une famille libre. On rappelle que par définition,
la famille wy, wo, w3 est libre si pour tout a, b, c € R, aw; + bws 4+ cws = 0 implique
a=b=c=0.

3) On pose u; = (—4;1;1;1), ug = (2;2;7;2), ug = (—16;9; —7; —4) et uy = (—18;12;1; —1)
dans la base B.

a) En appliquant 'algorithme de calcul du rang, montrer que B” = (u1, ug, u3) est une
base de Vect(uq, ug, ug, ug). Quels sont les coordonnées de uy dans cette base ?
Appliquons ’algorithme :

U U2 U3 Uy

-4 2 -16 —18
1 2 9 12
17 =7 1
1 2 -4 -1
Uy =up UH=Up UF=Uz Uy = Uy
2 —4 —16 —-18
— 2 1 9 12
7 1 -7 1
2 1 —4 -1
uy =uy uh =uh+2u) us =uy+8u) uy = uy + 9u)
2 0 0 0
— 2 ) 25 30
7 15 49 64
2 5 12 17
u§3) = uf ugg) = uh ug‘g) = ufy — bul uf’) = uy — 6ul
2 0 0 0
— 2 5 0 0
7 15 —26 —26
2 5 —13 —13
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2 0 0 0
— 2 5 0 0
7 15 —26 0
2 5 —13 0

Donc rang(uq, ug, us, us) = 3 et

0= uff)
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= () — 6u) — (uff — ) = —uf — § + ]



—(ugy + 2uf) — (uf + 8uy) + (u) + 9u))
/ / / /
—Up — Uy — Usg + Uy

—Uy — U — U3 + Uy

On en déduit donc uy = ujtus+ug et B” = (uq, ug, uz) est une base de Vect (uy, ug, us, uy).

Montrer que B” est une base de F.

On vérifie que u; € F, tout comme uy € F et ug € F. On a donc Vect(u, ug, us) C F.
Or, d’apres la question précédente,

dim Vect(uy, ug, us) = rang(uy, us, u3) = 3 = dim F'

Finalement, F' = Vect(uy, ug, u3) et donc B” = (uy, us, ug) est aussi une base de F.

Expliciter les coordonnées de uq, us et uz dans la base B'.

Tres facile car la base B’ est "échelonnée". On en déduit directement : uy = (—4;1;1;1)
wy + wy + ws, uy = (2;2;7;2) = 2wy + Twe + 2wz et ug = (—16;9; -7, —-4) =
9’LU1 — 7w2 — 4w3.

Expliciter la matrice de passage P de la base B” a la base B’. En déduire les coor-
données du vecteur wy dans la base B”

Uy U2 U3
1 2 9 w1
MB”,B’ =11 7 -7 W = -t
1 2 —4/) ws
On calcule 'inverse
w; W2 w3
14 -2 717
65 5 65 \ W
_ |13 1 -6
P=1& 5 & | w®w

On en déduit par exemple les coordonnées de wy dans la base B” :

0 5
Pli|=]1
0 0
Vérification :
st sy = 2 (_4 1) 1 (2 2) = (2 0)
5 5 5 1 1 5\7 2 10

ce qui est bien ws.



